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Les espaces syme´triques
Un espace syme´triqueM est une varie´te´
riemannienne comple`te telle qu’a` chaque
point p ∈M , il existe une isome´rie σp qui fixe
p et renverse la direction de toute courbe
ge´ode´sique qui traverse p.
Tout espace syme´triqueM posse`de un
groupe d’isome´tries G qui est transitif. Soit
p0 deM ; siK est le sous-groupe de G0 (la
composante connexe de G qui contient
l’identite´) qui fixe p0 alorsM ≃ G0/K.
Exemple 1 : L’espace riemannien Rn dote´ de
sa structure habituelle. Dans ce cas,
σp(x) = 2 p− x. On a alors
G = M(n) = {x→ Ax+b:A ∈ SO(n), x ∈ Rn}
et K = SO(n). On a alors Rn ≃M(n)/SO(n).
Exemple 2 : L’espace hyperbolique
H
2 = {x + i y: y > 0} dote´ de sa structure
habituelle. Dans ce cas σi(z) = −1/z. Pour
tout autre z0 ∈ H
2, on choisit une isome´trie T
telle que T (z0) = i et on a alors
sz0 = T
−1 ◦ si ◦ T .
Exemple 3 : L’espaceM = POS1(n, F) des
matrices de´finies positives de de´terminant
un sur le corps F ou` F = R , C ou H (nombres
re´els, complexes ou quaternioniques).
L’espace tangent a` la matrice identite´e peut
eˆtre identifie´ avec l’espace des matrices
syme´triques de trace 0. Sur cet espace
tangent, la me´trique est donne´e par
〈X, Y 〉 = trace(X Y ). E´tant donne´ que le
groupe d’isome´tries SL(n, F) (le groupe des
matrices de format n× n et de de´terminant
un sur le corps F) agit transitivement surM
par l’action g · P = g∗P g, nous avons alors
une description comple`te du me´trique. Pour
P ∈ POS1(n, F), σP (Q) = P Q
−1P .
Le produit d’espaces syme´triques est un
espace syme´trique. Il est donc raisonnable
de ne conside´rer que les espaces
syme´triques irre´ductibles (c’est-a`-dire, ceux
qui ne peuvent pas eˆtre de´compose´s en
produit d’espaces syme´triques). Dans ce cas,
on auraM ≃ G/K ou` G est un groupe de
Lie affine, un groupe simple compact ou un
groupe simple non compact.
C’est a` ce dernier que nous nous inte´ressons.
Nous utiliserons le cas POS1(n, F) comme
exemple repre´sentatif. Dans ce cas,
G = SL(n, F) et
K = SU(n, F) = {k ∈ SL(n, F) : k∗ = k−1}.
Les fonctions sphe´riques
Toute matrice g ∈ SL(n, F) peut s’e´crire sous
la forme g = k eH n ou` k ∈ SU(n, F), H est
diagonale et re´elle (l’espace de ces matrices
est note´ par a) et n est triangulaire
supe´rieure avec des 1 sur la diagonale. La
matrice H = H(g) est uniquement
de´termine´e par g. Cette de´composition est
essentiellement base´e sur le proce´de´ de
Gram-Schmidt.
Toute matrice g ∈ SL(n, F) peut aussi s’e´crire
sous la forme g = k eF k′ ou` k, k′ ∈ SU(n, F)
et F est diagonale et re´elle avec des e´le´ments
diagonaux de´croissants. La matrice F = a(g)
est uniquement de´termine´e par g. Les
e´le´ments diagonaux de eF sont les (( valeurs
singulie`res )) de la matrice g. Cette
de´composition est l’e´quivalent des
coordonne´es polaires (a(g) est la (( distance
complexe )) de g a` l’identite´). Nous avons∫
POS1(n,F)
f(P ) dP
= C
∫
K
∫
a
+
f(k e2H k∗) δ(H) dH dk
ou` a+ est l’ensemble des matrices diagonales
re´elles de format n× n dont les composantes
diagonales sont de´croissantes,
δ(H) =
∏
i<j sinh
m(Hi −Hj) etm = dimR F.
De nombreuses fonctions importantes sur
un espace syme´trique ne de´pendent que de
cette (( distance complexe )). Pour cette raison,
la the´orie de Fourier sur ce type d’espace est
en grande partie axe´e sur ce type de
fonctions. Les fonctions sphe´riques φλ jouent
alors le roˆle des fonctions exponentielles ei λ.
Dans le cas de POS1(n, F), nous avons
φλ(e
H) =
∫
SU(n,F)
e(i λ−ρ)(H(e
H k)) dk
ou` ρ(H) = m2
∑
i<j(Hi −Hj) etm = dimR F.
Pour toute fonction f de (( croissance
mode´re´e )) telle que f(k g k′) = f(g) pour tout
k, k′ ∈ K et g ∈ G, nous avons
f(g) = |W |−1
∫
a
∗
H (f)(λ)φλ(g) |c(λ)|
−2 dλ
ou` a∗ est l’ensemble des fonctionnelles
line´aires a` valeurs complexes sur a et
H (f)(λ) =
∫
G
f(g)φ−λ(g) dg.
La formule du produit
Les livres d’Helgason [6, 7] donnent une
bonne introduction a` ce sujet.
Il est bien connu qu’il existe une mesure de
probabilite´ µX,Y telle que
φλ(e
X)φλ(e
Y ) =
∫
SX,Y
φλ(e
H) dµX,Y (H)
ou` SX,Y = a(e
XK eY ). Il est inte´ressant de
noter que SX,Y correspond a` l’ensemble de
tous les choix possibles de valeurs
singulie`res d’un produit de deux matrices
dont les valeurs singulie`res respectives sont
donne´es par eX et eY .
Quelques questions :
1.Dans quelles situations a-t-on
dµX,Y = k(H,X, Y ) δ(H) dH ?
2.Que peut-on dire de la fonction k(H,X, Y )
si elle existe ?
3. Comment de´crire pre´cise´ment SX,Y ?
4. Pourquoi l’existence de la fonction
k(H,X, Y ) est-elle importante ?
Quelques re´sultats . . .
Les espaces syme´triques de rang un :
Beaucoup de questions sont plus simples
quand la dimension de a, le rang, est un.
Pour nous, cela correspond a` G = SL(2, F).
Dans ce cas, la fonction k(H,X, Y ) est
connue explicitement. Elle existe de`s que
X 6= 0 et Y 6= 0. Ces re´sultats peuvent eˆtre
retrouve´s dans l’article [1]. L’ensemble SX,Y
est essentiellement le segment qui va de
X − Y a` X + Y (un ajustement est ne´cessaire
si X − Y 6∈ a+).
Groupe G complexe :
Pour nous, cela correspond a` G = SL(n,C).
Dans ce cas, la forme particulie`rement
simple des fonctions sphe´riques permet de
donner une expression explicite pour la
fonction k(H,X, Y ) dans le cas ou` X, Y ∈ a+.
Il faut noter que ces re´sultats, qui
apparaissent dans l’article [2], sont les
premiers sur la formule du produit depuis
les anne´es 70.
Les espaces syme´triques de type non
compact (cas ge´ne´ral) :
Pour nous, cela correspond a` G = SL(n, F).
Dans l’article [3], nous montrons que la
densite´ existe de`s que X 6= 0, Y 6= 0 et qu’au
moins l’un de X ou de Y appartient a` a+
(nous obtenons en fait des re´sultats plus
ge´ne´raux). Il faut pre´ciser que cette
de´monstration n’est pas constructive et
donne peu d’information sur k(H,X, Y ).
Dans l’article [4], nous e´tudions SX,Y qui se
re´ve`le eˆtre connexe et avoir une forme
polygonale. Nous montrons alors que pour
G = SL(n, F), SX,Y est le meˆme quelque soit
F.
Dans l’article [5], nous obtenons la formule
suivante si X, Y ∈ a+ :
k(H,X, Y ) = |W |−1
∫
a
∗ φλ(e
X)φλ(e
Y )φλ(e
H)
|c(λ)|−2 dλ (1)
A` la question (( Pourquoi l’existence de la
fonction k(H,X, Y ) est-elle importante ? )), il
convient de re´pondre qu’e´tant donne´ la
the´orie de Fourier sur les espaces
syme´triques, l’existence de la densite´ k
garantit que la convolution de deux
fonctions bi-K-invariantes sera donne´e par
(f1 ⋆ f2)(g)
=
∫
G×G
f1(g1) f2(g2) k(a(g1), a(g2), a(g)) dg1 dg2
ce qui explique le titre de l’article [1].
Une autre conse´quence de l’existence de la
densite´ k est que la convolution de mesures
qui ne (( chargent pas )) a+ est absolument
continue meˆme si les mesures du produit ne
le sont pas. En effet, la densite´ de la mesure
µ ⋆ ν est alors donne´e par∫
G
∫
G
k(H, a(g1), a(g2)) dµ(g1) dν(g2).
Une application de la formule du produit :
Soit g une matrice dont les valeurs
singulie`res sont toutes diffe´rentes et
positives. AlorsK gK engendre G. En
particulier, si on fixe des valeurs singulie`res
positives distinctes et dont le produit est un,
alors les matrices ayant ces valeurs
singulie`res engendrent G.
La suite : une conjecture
L’(( e´paisseur )) de SX,Y est centrale a` la
question de l’existence de la fonction k : k
existe si et seulement si (SX,Y )
◦ 6= ∅.
Conjecture : Soit G = SL(n, F) et soit X =
diag[
p1︷ ︸︸ ︷
X1, . . . , X1,
p2︷ ︸︸ ︷
X2, . . . , X2, . . . ,
pr︷ ︸︸ ︷
Xr, . . . , Xr ],
Y =
diag[
q1︷ ︸︸ ︷
Y1, . . . , Y1,
q2︷ ︸︸ ︷
Y2, . . . , Y2, . . . ,
qs︷ ︸︸ ︷
Ys, . . . , Ys ] ∈ a+
(nous supposons que les Xi, respectivement
les Yi, sont distincts ; naturellement, pi ≥ 1 et
qi ≥ 1 ∀i). Alors SX,Y = a(e
XKeY ) a un
inte´rieur non vide si et seulement si
max{pi} + max{qi} ≤ n
sauf si n est pair et
X = a
[
In/2 0
0 −In/2
]
, Y = b
[
In/2 0
0 −In/2
]
.
Nous avons de´montre´ que ces conditions
sont ne´cessaires. Le raisonnement qui nous a
amene´ a` la formule (1) nous donne une piste
pour de´montrer le reste de la conjecture.
L’ordinateur nous a permis de de´montrer
que ces conditions sont ne´cessaires si n ≤ 22.
Cela repre´sente 37 396 158 272 cas !
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